
基礎数学 I

１
xを区間 [0, 1]の実数，nを自然数，kを 0 ≤ k ≤ nなる整数，

(
n
k

)
を２項係数とする．

以下の問いに答えよ．

(i) 関係式
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = 1

を用いて
n∑

k=0

(k − nx)2

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = nx(1− x)

を示せ．

(ii) 関数列

rn(x) =
∑

k

′
(
n

k

)
xk(1− x)n−k, (n = 1, 2, . . .)

を定義する．ただし，
∑′

kは k ∈ {0, 1, . . . , n} ∩ {k| |k− nx| ≥ n3/4}なる kについて
の和を表す．1 ≤ (k − nx)2n−3/2を用いて，rn(x)は区間 [0, 1]において n →∞で 0
に一様収束することを示せ．

(iii) f(x)を区間 [0, 1]で定義された連続関数とする．任意の ε > 0に対して十分大きな n
をとれば，区間 [0, 1]において

∑

k

′ |f(x)− f( k
n
)|

(
n

k

)
xk(1− x)n−k < ε

が成り立つことを示せ．

(iv) 連続関数 f(x)は区間 [0, 1]で一様連続である．従って，任意の ε > 0に対して，x,

yに無関係に n0を十分大きくとると，|x− y| < n
−1/4
0 について |f(x)− f(y)| < εと

なるようにできる．このとき，十分大きな nをとれば

∑

k

′′ |f(x)− f( k
n
)|

(
n

k

)
xk(1− x)n−k < ε

が成り立つことを示せ．ただし，
∑′′

kは k ∈ {0, 1, . . . , n} ∩ {k| |k− nx| < n3/4}なる
kについての和を表す．

(v) pn(x)を

pn(x) =
n∑

k=0

f( k
n
)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, (n = 1, 2, . . .)

なる n次多項式とする．pn(x)は区間 [0, 1]において n →∞で f(x)に一様収束する
ことを証明せよ．


