
基礎数学 I

１
実数列 aj (j = 1, 2, . . . ) と漸化式







p0(x) = 1,
p1(x) = x − a1,

pk(x) = (x − ak)pk−1(x) − pk−2(x), (k = 2, 3, . . . )

によって実変数 x の多項式の列 pk(x) (k = 0, 1, . . . ) を定める．以下の問いに答えよ．

(i) 任意の x において pk(x) と pk−1(x) が同時に 0 となることはないことを示せ．

(ii) x = λ を k 次多項式 pk(x) の実の零点とするとき，

pk+1(λ)pk−1(λ) < 0, (k = 1, 2, . . . )

が成り立つことを示せ．

(iii) 多項式 pk(x) の導関数を p′k(x) とかく．

qk(x) = p′k(x)pk−1(x) − pk(x)p′k−1(x), (k = 1, 2, . . . )

とおくとき，任意の x において qk(x) ≧ qk−1(x)，および，qk(x) ≧ 1 が成り立つこ

とを示せ．

(iv) 多項式 pk(x) の実の零点は単根であることを示せ．

(v) 多項式 pk(x) の実の零点 λ
(k)
i (i = 1, 2, . . . , ℓ) が λ

(k)
1 < λ

(k)
2 < · · · < λ

(k)
ℓ をみたし，

多項式 pk+1(x)の実の零点 λ
(k+1)
j (j = 1, 2, . . . , m) が λ

(k+1)
1 < λ

(k+1)
2 < · · · < λ

(k+1)
m

をみたすとする．このとき，ℓ = k，m = k + 1 で

λ
(k+1)
1 < λ

(k)
1 < λ

(k+1)
2 < λ

(k)
2 < · · · < λ

(k+1)
k < λ

(k)
k < λ

(k+1)
k+1

が成り立つことを示せ．



アルゴリズム基礎

２
整列アルゴリズムについて以下の問いに答えよ．

(i) ４つのキーを５回以下の比較で整列できるアルゴリズムを与えよ．また，５回未満の
比較で済むアルゴリズムが存在しないことを証明せよ．

(ii) n個のキーを最悪の場合でも O(n log n)時間で整列できるアルゴリズムを一つ示せ．
計算時間がO(n log n)になっている理由も述べよ．



線形計画

３
次の線形計画問題 P を考える．

P : minimize c>x

subject to Ax >= b

x >= 0

ここで，Aはm× n定数行列，bはm次元定数ベクトル，cは n次元定数ベクトル，xは

n次元変数ベクトルであり，>は転置記号を表す．さらに，問題 P に関連して，非負のパ

ラメータ w = (w1, . . . , wm)> >= 0 を含む次の線形計画問題 P(w) を考える．

P(w) : minimize c>x

subject to w>Ax >= w>b

x >= 0

問題 P および 問題 P(w) は常に最適解をもつと仮定し，それらの問題の目的関数の最小

値をそれぞれ f ∗ および f(w)と表す．

以下の問 (i) – (iii) に答えよ．

(i) 任意の w >= 0 に対して f(w) <= f ∗ が成り立つことを示せ．

(ii) f(w) = f ∗ となるような w >= 0 が存在することを示せ．

(iii) β <= f ∗ であるような任意の実数 β に対して

Sβ = {w ∈ IRm | f(w) >= β, w >= 0 }

で定義される集合 Sβ は空でない凸集合であることを示せ．





基礎力学

５

図に示すように，細い棒が点Oを中心に水平面内を一定の角速度 ωで回転し，質量mの

物体 Bは棒にそって運動する．棒は十分長く，物体 Bに摩擦力ははたらかないものとし

て，以下の設問に答えよ．

(i) Bは，時刻 t = 0に点Oから距離 aの位置にあり，棒方向の速度は 0 であったとす

る．その後の時刻 t(> 0)での物体Bの点Oからの距離 rを求めよ．

(ii) 時刻 tにおける物体Bにはたらく棒の抗力の水平成分を求めよ．

ω

B

O

r





応用数学

１
以下の問いに答えよ.

(i) z = a が f(z) =
p(z)

q(z)
の１位の極なら, f(z) の z = a における留数 Res

z=a
f(z) は

Res
z=a

f(z) =
p(a)

q′(a)

で与えられることを証明せよ. ただし, p(z), q(z) はともに, z = a のまわりで正則

で, かつ p(a) 6= 0, q(a) = 0, q′(a) 6= 0 である.

(ii) 関数 g(x) =
1

cosh x
のフ－リエ変換

∫ ∞

−∞
g(x)e−iξxdx を, 以下に示す積分路に沿って

の積分を考えて計算せよ. ただし, cosh x = 1
2
(ex + e−x).

R−R

iπ

0
-

6

¾

?



グラフ理論

２
N = [G = (V,E), cap]を有向ネットワークとする．ここで，Gは点集合 V と枝集合Eか

らなる有限有向グラフで，各枝 e ∈ Eには，非負実数 cap(e) が付されている．有向枝 e

の始点を tail(e)，終点を head(e) で表す．部分集合X ⊆ V から部分集合 Y ⊆ V へ向かう

有向枝の集合 {e ∈ E | tail(e) ∈ X, head(e) ∈ Y } をE(X,Y )と書く．とくに，点 v ∈ V

に対して，E({v}, V −{v})，E(V −{v}, {v})をそれぞれE+(v)，E−(v)で表す．

Nにおいてソース s ∈ V，シンク t ∈ V−{s}を指定したとき，次の二つの条件 (a),(b)

を満たす実数値 x(e), e ∈ Eを s, t-フローと定義する．

(a)
∑

e∈E+(v) x(e)−
∑

e∈E−(v) x(e) = 0, ∀v ∈ V −{s, t},
(b) 0 5 x(e) 5 cap(e), ∀e ∈ E.

xの流量 f(x)を
∑

e∈E+(s) x(e)−
∑

e∈E−(s) x(e) により定める．s, t-フローの流量の最大値

を λ(s, t)と記す．点集合 S ⊆ V は，s ∈ S, t ∈ V − Sを満たすとき s, t-カットといい，そ

の容量 cap(S)を
∑

e∈E(S,V−S) cap(e) により定める．以下の問いに答えよ．

(i) 任意の s, t-フロー x，s, t-カット Sに対し，

f(x) =
∑

e∈E(S,V−S)

x(e)−
∑

e∈E(V−S,S)

x(e) 5 cap(S)

が成り立つことを示せ．

(ii) s, t-フロー xに対して，x(e) = cap(e)である枝 eの集合をAx，0 < x(e)である枝 eの

集合をBx，各枝 e ∈ Bxの向きを逆にした枝の集合をBx とする．グラフGx = (V, (E −
Ax)∪Bx)) において，sを始点とする有向路により到達可能な点の集合を Sxとしたとき，

t ∈ Sxなら f(x) < λ(s, t)が成り立つことを示せ．

(iii) s, t-フロー xが f(x) = λ(s, t)を満たすとき，(ii)の Sxに対して，cap(Sx) = λ(s, t)が

成り立つことを示せ．

(iv) N において，異なる k = 3個の点 v1, v2, . . . , vk ∈ V を選んだとき，λ(v1, vk) =
min{λ(vi, vi+1) | i = 1, 2, . . . , k − 1} が成り立つことを示せ．



オペレーションズリサーチ

３
以下の問 ���，����に答えよ．

��� �を �� �の実対称行列とし，� � �� � � を

���� � �
���

とする．ただし，�は転置を表す．以下の ���に答えよ．

��� �が半正定値行列のとき，�は凸関数であることを示せ．

� を �
� から � への凸関数とし，次の非線形計画問題を考える．

������	
 ���� � ����
���
�� �� � � �

�

この問題の大域的最適解の集合を�とし，�は空集合ではないとする．以下の ���，

���に答えよ．

��� �が半正定値行列のとき，�は凸集合であることを示せ．

��� �が正定値行列のとき，�の要素は唯一であることを示せ．

���� �と �� �� � �	 
 
 
 	 ��を正の定数とする．決定変数が ���	 
 
 
 	 ��	 	 ��	 
 
 
 	 ���であ

る次の非線形計画問題を考える．

��� � ������	
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 � �	 �� � � �� � �	 
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 	 ��

�
	 �	 ��
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 	 ��

�
�を問題 ���の大域的最適解とする．次の �������に答えよ．

��� 問題 ���の カルーシュ・キューン・タッカー条件 ��������������
�条件�

を書け．

��� ��
�
� �である �に対して，��

�
� �であることを示せ．

��� � � �� ���
�
� ���とする．� � �のとき，��� � �となることを示せ．ただし，

���は集合�の要素の数を表す．



現代制御論

４
状態方程式

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) = x0 (1)

で表される線形システムに対して，u ∈ U(x0)の制約の下でコスト関数

J(x0, u) =

∫ +∞

0

{
x(t)�Qx(t) + u(t)2

}
dt (2)

を最小化する最適レギュレータ問題を考える．ただし，x(t), u(t)は，時刻 tにおけるn次

元状態ベクトルとスカラー値制御入力であり，x0は n次元初期状態ベクトルである．A,

bおよびQは，それぞれ n × n実行列，n次元実列ベクトルおよび n × n非負定値実対称

行列である．�は行列またはベクトルの転置をあらわす．許容制御の集合U(x0)を次式に

より定義する．

U(x0) =

{
u : [0, +∞) → R

∣∣∣∣ lim
t→+∞

‖x(t)‖ = 0

}

また，n × n実対称行列 P を未知変数とする行列代数方程式

A�P + PA − Pbb�P + Q = 0 (3)

を導入する．A− bb�P のすべての固有値の実部が負である解P のことを安定化解とよぶ．

以下の問 (i)∼(iv)に答えよ．

(i) 行列 P は (3)式を満たすと仮定する．任意の正数 τ と任意の制御入力 u に対して∫ τ

0

{
x(t)�Qx(t) + u(t)2

}
dt = x�

0 Px0 − x(τ)�Px(τ) +

∫ τ

0

(u(t) + b�Px(t))2dt

が成り立つことを示せ．

(ii) 行列 P は (3)式の安定化解であると仮定する．このとき，最適制御および最適コス

トは，それぞれ

u(t) = −b�Px(t), t � 0, および min
u∈U(x0)

J(x0, u) = x�
0 Px0

で与えられることを示せ．

以下では，n = 2, A =

[
0 1
−1 −a

]
, b =

[
0
1

]
, Q =

[
0 0
0 q

]
, a �= 0, q ≥ 0とおく．

(iii) (3)式の安定化解 P を a, qを用いて表せ．

(iv) q = 0 のときの最適レギュレータの閉ループ極を求め，開ループ極と比較せよ．さ

らに，このときの最適コストを計算せよ．







確率・統計論

７
Xを平均 0, 分散 1の標準正規分布に従う確率変数, すなわち

P (d1 < X 5 d2) =

∫ d2

d1

1√
2�

e�x2/2dx

を�∞ < d1 < d2 < ∞に対して満たすものとする. このとき, 以下の問いに答えよ.

(i) 確率変数 Y = X2の確率密度関数を計算せよ. すなわち,

P (Y 5 d) =

∫ d

0

p(y)dy

を各 d(> 0)に対して満たす関数 p : (0,∞) → (0,∞)を求めよ.

(ii) 実数列 (an)n∈N, (bn)n∈N はそれぞれ極限

lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = b∞

を持つとする (b∞は定数). 確率変数列 (Zn)n∈Nを

Zn = anX + bn

で定義する.

(a) Znの平均
E[Zn]

分散
Var[Zn] = E

[
(Zn � E[Zn])2

]
,

及び 3次モーメント
E[Z3

n]

を求めよ.

(b) 任意の ε > 0に対して

P (|Zn � bn| = ε) 5 Var[Zn]

ε2

が成立することを示し, これより任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

P (|Zn � b∞| = ε) = 0

が成立することを導け. （このことをZnは n → ∞のとき定数 b∞に確率収束
すると呼ぶ.）
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